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摘 要： ｋ错线性复杂度是衡量序列伪随机性的重要指标之一．对线性复杂度第一下降点为４的以２的方幂为
周期的二元序列，本文通过分析ＧａｍｅｓＣｈａｎ算法，给出了其４错线性复杂度的所有可能取值形式以及具有给定４错
线性复杂度的序列的计数．更进一步，给出了其４错线性复杂度的期望．结果表明，其４错线性复杂度的期望与线性复
杂度相差不大．
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１ 引言

设 Ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…）是有限域 Ｆｑ上的序列，Ｎ为正
整数，若对任意的 ｉ≥０均有 ｓｉ＋Ｎ＝ｓｉ，则称序列 Ｓ是Ｎ
周期的，并记 Ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓＮ－１）∞．序列 Ｓ的线性复
杂度Ｌ（Ｓ）是使得等式 ｓｉ＋ｄ１ｓｉ－１＋…＋ｄｃｓｉ－ｃ＝０，ｉ≥ｃ
成立的最小非负整数ｃ，其中 ｄ１，ｄ２，…，ｄｃ∈Ｆｑ．

线性复杂度是衡量序列伪随机性质的一个重要指

标．但密码学意义上的强安全序列仅仅具有高的线性复
杂度是不够的，我们希望在改变序列的少数比特时，其

线性复杂度也不会急剧下降．这是为了避免攻击者以一
条线性复杂度较低的序列来逼近密钥流序列．为此，文
献［１］给出了序列 ｋ错线性复杂度的概念．

定义１ 设 Ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓＮ－１）∞是有限域 Ｆｑ上
的Ｎ周期序列，对任意非负整数 ｋ，其 ｋ错线性复杂度
ＬＮ，ｋ（Ｓ）定义为

ＬＮ，ｋ（Ｓ）＝ ｍｉｎ
ＷＮ（Ｅ）≤ｋ

Ｌ（Ｓ＋Ｅ）

其中 Ｅ＝（ｅ０，ｅ１，…，ｅＮ－１）∞跑遍 Ｆｑ上所有Ｎ周期序
列，ＷＮ（Ｅ）表示序列 Ｅ在一个Ｎ周期中非零元素的个
数．

近年来，国内外学者对序列的 ｋ错线性复杂度进
行了广泛的研究．设 ｍ（Ｓ）为使得序列 Ｓ的ｋ错线性复
杂度严格小于其线性复杂度的最小ｋ值，本文中称其为
线性复杂度的第一下降点．文献［２～４］研究了周期序列
的 ｍ（Ｓ）与其线性复杂度的关系．Ｗ．Ｍｅｉｄｌ等在文献［５］
中给出了周期序列 ｋ错线性复杂度均值的下界，文献
［６］利用离散傅里叶变换进一步研究了素数周期序列
ｋ错线性复杂度的均值，并给出了其更紧的下界．对２ｎ
周期二元序列，文献［９］和［１０］分别给出了其１错与２
错线性复杂度的均值．

本文进一步研究了 ２ｎ周期二元序列 ４错线性复
杂度的分布．对线性复杂度第一下降点 ｍ（Ｓ）＝４的序
列，给出了其４错线性复杂度的所有可能取值形式以
及具有给定４错线性复杂度的序列的计数．进一步，给
出了其４错线性复杂度的期望．
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２ 预备知识

设 Ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓＮ－１）∞是有限域 Ｆｑ上的Ｎ周期
序列，定义其生成函数为 Ｓ（ｘ）＝ｓ０＋ｓ１ｘ＋…，设 ｓ＝
（ｓ０，ｓ１，…，ｓＮ－１）是序列 Ｓ的一个周期所对应的向量，
定义其生成函数为 ｓ（ｘ）＝ｓ０＋ｓ１ｘ＋…＋ｓＮ－１ｘＮ－１，则
Ｓ（ｘ）＝ｓ（ｘ）／（１－ｘＮ）．易知序列 Ｓ的线性复杂度为
（参见文献［１１］）

Ｌ（Ｓ）＝Ｎ－ｄｅｇ（ｇｃｄ（ｓ（ｘ），１－ｘＮ）） （１）
文献［２］给出了使得２ｎ周期二元序列Ｓ的ｋ错线

性复杂度严格小于其线性复杂度的最小ｋ值，即

ｍ（Ｓ）＝２ＷＨ（２
ｎ－Ｌ（Ｓ）） （２）

其中 ＷＨ（ａ）表示整数 ａ的二进制展开的汉明重量．
设 ｓ（ｎ）＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓ２ｎ－１）是２ｎ周期二元序列Ｓ的

一个周期所对应的向量，定义序列 Ｓ的重量为其一个
周期中非零元素的个数，记为 Ｗ（Ｓ），则有 Ｗ（Ｓ）＝
Ｗ（ｓ（ｎ））．本文的证明充分运用了 ＧａｍｅｓＣｈａｎ（简记为
ＧＣ）算法［１２］，下面介绍该算法的主要思想．记 ｆＬ（ａ）与
ｆＲ（ａ）分别表示向量 ａ的左右两半部分，则 ｆＬ（ｓ（ｎ））＝
（ｓ０，ｓ１，…，ｓ２ｎ－１－１），ｆＲ（ｓ（ｎ））＝（ｓ２ｎ－１，ｓ２ｎ－１＋１，…，ｓ２ｎ－１）．
若 ｆＬ（ｓ（ｎ））＝ｆＲ（ｓ（ｎ）），则 Ｌ（Ｓ）＝Ｌ（ｆＬ（ｓ（ｎ）））；否则
Ｌ（Ｓ）＝（２ｎ－１＋Ｌ（Ｂ），其中 Ｂ是以ｆＬ（ｓ（ｎ））＋ｆＲ（ｓ（ｎ））
为一个周期的２ｎ－１周期序列．ＧＣ算法是一个递归过

程，每一步将向量 ｓ（ｍ），１≤ ｍ≤ ｎ分成 ｆＬ（ｓ（ｍ））与
ｆＲ（ｓ（ｍ））两部分，只有当 ｆＬ（ｓ（ｍ））≠ｆＲ（ｓ（ｍ））时，线性复
杂度才增加２ｍ－１．

由ＧＣ算法的思想，可以定义一个有限域 Ｆ２上的

２ｎ维向量集合Ｆ２
ｎ

２ 到 ２ｎ－１维向量集合 Ｆ２
ｎ－１

２ 的映射φｎ
（参见文献［９］）：

φｎ（（ｓ０，ｓ１，…，ｓ２ｎ－１））
＝（ｓ０＋ｓ２ｎ－１，ｓ１＋ｓ２ｎ－１＋１，…，ｓ２ｎ－１－１＋ｓ２ｎ－１）

则该映射有下面三个性质：

Ｐ１：Ｗ（φｎ（ｓ
（ｎ）））≤Ｗ（ｓ（ｎ））；

Ｐ２：ｎ≥１时，Ｗ（φｎ（ｓ
（ｎ）））与 Ｗ（ｓ（ｎ））同奇偶；

Ｐ３：ｓ（ｎ－１）的原像集合

φ
－１
ｎ（ｓ（ｎ－１））＝｛ｖ∈Ｆ２

ｎ

２｜φｎ（ｖ）＝ｓ
（ｎ－１）｝

中的元素个数为２２
ｎ－１

．
下面我们再介绍本文要用到的几个引理．
引理１［８］ 设０＜ｃ≤２ｎ，则线性复杂度为 ｃ的２ｎ

周期二元序列的条数为２ｃ－１．
引理２［９］ 设 Ｓ是２ｎ周期二元序列，则 Ｌ（Ｓ）＝２ｎ

当且仅当Ｗ（Ｓ）为奇数．
引理３［１０］ 设 Ｓ是线性复杂度为２ｎ－２ｍ，０≤ｍ≤

ｎ－１的 ２ｎ周期二元序列，Ｎ２（Ｌｒ，ｃ）表示 Ｌ（Ｓ）＝２ｎ－

２ｍ且Ｌ２ｎ，２（Ｓ）＝Ｌｒ，ｃ的序列Ｓ的条数，若整数 Ｌｒ，ｃ满足

Ｌｒ，ｃ＝
２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１
２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１， ｃ≠２ｒ－２

{ ｍ

则有

Ｎ２（Ｌｒ，ｃ）＝

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｒ＋ｃ， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１

２２
ｎ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｍ＋ｃ－１， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， １≤ｃ＜２ｒ－２ｍ

２２
ｎ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｍ＋ｃ－２， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， ２ｒ－２ｍ＜ｃ≤２ｒ

{
－１

对不等于 Ｌｒ，ｃ的正整数Ｃ，Ｎ２（Ｃ）＝０．

３ 主要结论

对线性复杂度第一下降点为４的２ｎ周期二元序列
Ｓ，由式（２）知其线性复杂度 Ｌ（Ｓ）＝２ｎ－２ｍ－２ｌ，０≤ｌ＜
ｍ≤ｎ－１．由引理２知 Ｗ（Ｓ）为偶数，故改变五个比特
后序列 Ｓ的线性复杂度变为２ｎ，有 Ｌ２ｎ，５（Ｓ）＝Ｌ２ｎ，４（Ｓ），

故下文只讨论其 ４错线性复杂度．下面的定理给出了
其４错线性复杂度的可能取值形式及具有给定４错线
性复杂度的序列的计数．

定理１ 设 Ｓ是线性复杂度为２ｎ－２ｍ－２ｌ，０≤ｌ＜
ｍ≤ｎ－１的２ｎ周期二元序列，Ｎ４（Ｌｒ，ｃ）表示 Ｌ（Ｓ）＝２ｎ

－２ｍ－２ｌ且Ｌ２ｎ，４（Ｓ）＝Ｌｒ，ｃ的序列的条数．若 Ｌｒ，ｃ满足

Ｌｒ，ｃ＝
２ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｌ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１
２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１， ｃ≠２ｒ－２ｌ

２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， １≤ｃ≤２ｒ， ｃ≠２ｒ－δ１２ｍ－δ２２ｌ，δ１，δ２∈｛０，１
{

｝

则有
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Ｎ４（Ｌｒ，ｃ）＝

２２
ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｒ＋ｃ， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｌ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－１， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ＜２ｒ－２ｌ

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－２， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， ２ｒ－２ｌ＜ｃ≤２ｒ－１

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－３， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， １≤ｃ＜２ｒ－２ｍ－２ｌ

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－４， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， ２ｒ－２ｍ－２ｌ＜ｃ＜２ｒ－２ｍ

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－５， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， ２ｒ－２ｍ＜ｃ＜２ｒ－２ｌ

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－６， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ， ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１， ２ｒ－２ｌ＜ｃ≤２ｒ

















－１
且 Ｎ４（０）＝２４ｎ－２ｍ－ｌ－６．对于不等于 Ｌｒ，ｃ的正整数Ｃ，Ｎ４（Ｃ）＝０．

证明 设 ｓ（ｎ）＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓ２ｎ－１）是序列 Ｓ的一个
２ｎ周期所对应的向量，ｓ（ｔ）＝φｔ＋１…φｎ（ｓ

（ｎ））＝（ｓ（ｔ）０ ，

ｓ（ｔ）１ ，…，ｓ
（ｔ）
２ｔ－１），ｍ≤ｔ≤ｎ－１．由ＧＣ算法知序列 Ｓ满足

ｆＬ（ｓ（ｔ））≠ ｆＲ（ｓ（ｔ）），ｍ＋２≤ ｔ≤ ｎ，ｆＬ（ｓ（ｍ＋１））＝
ｆＲ（ｓ（ｍ＋１））且 Ｌ（ｆＬ（ｓ（ｍ＋１）））＝２ｍ －２ｌ．设 ｂ（ｍ）＝
ｆＬ（ｓ（ｍ＋１）），类似 ｓ（ｔ）定义 ｂ（ｋ），ｌ≤ｋ≤ｍ－１，则 ｆＬ（ｂ（ｋ））

≠ｆＲ（ｂ（ｋ）），ｌ＋２≤ｋ≤ｍ，ｆＬ（ｂ（ｌ＋１））＝ｆＲ（ｂ（ｌ＋１））且
Ｌ（ｆＬ（ｂ（ｌ＋１）））＝２ｌ．由 ｓ（ｍ）＝０及 ｂ（ｌ）＝０可知

∑
２ｎ－ｍ－１

ｉ＝０
ｓｊ＋ｉ·２ｍ＝０，０≤ｊ≤２ｍ－１ （３）

及

∑
２ｍ－ｌ－１

ｉ＝０
ｂｊ＋ｉ·２ｌ＝０，０≤ｊ≤２ｌ－１ （４）

由引理 ２及φｎ的性质 Ｐ２知 Ｗ（ｓ（ｔ））为偶数且
Ｗ（ｓ（ｔ））≤Ｗ（ｓ（ｎ）），ｍ≤ｔ≤ｎ．由 ｍ（Ｓ）＝４知 Ｗ（ｓ（ｎ））

≥４且 Ｗ（ｓ（ｍ＋１）≥４，下面根据 ｓ（ｎ）与 ｓ（ｍ＋１）的汉明重量
分情形讨论．

情形１ Ｗ（ｓ（ｎ））＝４．
显然 Ｌ２ｎ，４（Ｓ）＝０，且 Ｗ（ｆＬ（ｂ（ｌ＋１）））＝１，Ｗ（ｂ（ｍ））

＝Ｗ（ｆＬ（ｓ（ｍ＋１）））＝２．由式（４）及 ｆＬ（ｂ（ｌ＋２））≠

ｆＲ（ｂ（ｌ＋２））知必存在某个 ｊ，０≤ｊ≤２ｌ－１，使得 ｂ（ｍ）中的
两个非零元素分别属于集合｛ｂｊ，ｂｊ＋２ｌ＋１，…，ｂｊ＋２ｍ－２ｌ＋１｝
和｛ｂｊ＋２ｌ，ｂｊ＋２ｌ＋２ｌ＋１，…，ｂｊ＋２ｍ－２ｌ｝．故这样的 ｂ（ｍ）共有２ｌ·
（２ｍ－ｌ－１）２种可能．对给定的某个 ｂ（ｍ），不妨设 ｂｊ１＝ｂｊ２
＝１，再由 ｓ（ｍ）＝０知

ｓ（ｍ＋１）ｊ１
＝ｓ（ｍ＋１）ｊ２

＝ｓ（ｍ＋１）ｊ１＋２
ｍ ＝ｓ（ｍ＋１）ｊ２＋２

ｍ ＝１ （５）

则满足式（５）且 Ｗ（ｓ（ｎ））＝４的序列 Ｓ共有（２ｎ－ｍ－１）４

种可能．故
Ｎ４（０）＝２ｌ·（２ｍ－ｌ－１）２·（２ｎ－ｍ－１）４＝２４ｎ－２ｍ－ｌ－６

情形２ Ｗ（ｓ（ｎ））＞４且 Ｗ（ｓ（ｍ＋１））＞４．
当 ｊ＞ｍ时，Ｗ（ｆＬ（ｓ（ｊ＋１））＋ｆＲ（ｓ（ｊ＋１）））＝Ｗ（ｓ（ｊ））

＞４，故 ｆＬ（ｓ（ｊ＋１））与 ｆＲ（ｓ（ｊ＋１））至少有五比特不相同，所
以改变 ｓ（ｎ）中四个比特后 ｆＬ（ｓ（ｊ＋１））与 ｆＲ（ｓ（ｊ＋１））也不
相同，从而

Ｌ２ｎ，４（Ｓ）＝２ｎ－１＋２ｎ－２＋…＋２ｍ＋１＋ｃ１
由 ｆＬ（ｓ（ｍ＋１））＝ｆＲ（ｓ（ｍ＋１））且 Ｌ（ｆＬ（ｓ（ｍ＋１）））＝２ｍ

－２ｌ知ｃ１≤２ｍ－２ｌ．因为要使 ｆＬ（ｓ（ｍ＋１））中一比特发生
改变，需要至少改变 ｓ（ｎ）中的两个比特，因此 ｃ１＝Ｌ２ｍ，２
（ｆＬ（ｓ（ｍ＋１）））．由引理３知

ｃ１＝
２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｌ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１
２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１， ｃ≠２ｒ－２

{ ｌ

故序列 Ｓ的４错线性复杂度为

Ｌｒ，ｃ＝
２ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｌ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１
２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１， ｃ≠２ｒ－２

{ ｌ

由引理３和映射φｎ的性质Ｐ３容易计算其相应的序列条数为

Ｎ４（Ｌｒ，ｃ）＝

２２
ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｒ＋ｃ， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ， １≤ｒ≤ｌ－１， １≤ｃ≤２ｒ－１

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－１， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， １≤ｃ＜２ｒ－２ｌ

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－２， Ｌｒ，ｃ＝２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ， ｌ＋１≤ｒ≤ｍ－１， ２ｒ－２ｌ＜ｃ≤２ｒ

{
－１
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情形３ Ｗ（ｓ（ｎ））＞４且 Ｗ（ｓ（ｍ＋１））＝４．
由 ｓ（ｔ）＝φｔ＋１…φｎ（ｓ

（ｎ）），２≤ｔ≤ｎ－１知，改变 ｓ（ｎ）

中的四个比特至多会导致 ｓ（ｔ）中四个比特的改变（为叙
述方便，下文直接说改变 ｓ（ｔ）中的比特）．设 ａ（ｎ）是由
ｓ（ｎ）改变四个比特后所得的向量，类似 ｓ（ｔ）定义 ａ（ｔ），易
知 ａ（ｔ）和 ｓ（ｔ）至多有四个比特不相同．

设 ｒ，ｍ＋１≤ｒ≤ｎ－１是满足 Ｗ（ｓ（ｒ））＝４的最大
整数，由 Ｗ（ｓ（ｍ＋１））＝４知这样的 ｒ是存在的．对于任意
整数 ｊ，ｒ＜ｊ＜ｎ，有 Ｗ（ｆＬ（ｓ（ｊ＋１））＋ｆＲ（ｓ（ｊ＋１）））＝Ｗ（ｓ（ｊ））

＞４，故改变四个比特后 ｆＬ（ｓ（ｊ＋１））与 ｆＲ（ｓ（ｊ＋１））也不相
同．从而我们可以适当地改变 ｓ（ｎ）中的四个比特使得
ｓ（ｒ）变为 ａ（ｒ）＝０，则有
Ｌ２ｎ，４（Ｓ）＝２ｎ－１＋２ｎ－２＋…＋２ｒ＋１＋ｃ，１≤ｃ≤２ｒ

由定义１知 ｃ是改变ｓ（ｒ＋１）中四个比特后所得向量
ａ（ｒ＋１）的线性复杂度的最小值．不妨设 ａ（ｎ）就是达到此
最小值时 ｓ（ｎ）所变成的向量．下面我们来证明 ｃ≠２ｒ－
σ１２ｍ－σ２２ｌ，σ１，σ２∈｛０，１｝．

设 ｓ（ｒ）＝（０，０，…，１
↑
ｕ

，…，１
↑
ｖ

，…，１
↑
α

，…，１
↑

β

，…，０），则

ｓ（ｒ＋１）＝（ｓ（ｒ＋１）０ ，ｓ（ｒ＋１）１ ，…，ｓ（ｒ＋１）２ｒ＋１－１）满足

ｓ（ｒ＋１）ｉ ＋ｓ（ｒ＋１）ｉ＋２ｒ ＝１，ｉ∈｛ｕ，ｖ，α，β｝ （６）

且 ｓ（ｒ＋１）ｊ ＋ｓ（ｒ＋１）ｊ＋２ｒ ＝ｓ
（ｒ）
ｊ ＝０，０≤ｊ≤２ｒ－１，ｊ≠ｕ，ｖ，α，β．

于是我们可以适当地改变（ｓ（ｒ＋１）ｕ ，ｓ（ｒ＋１）ｕ＋２ｒ），（ｓ
（ｒ＋１）
ｖ ，

ｓ（ｒ＋１）ｖ＋２ｒ），（ｓ
（ｒ＋１）
α

，ｓ（ｒ＋１）
α＋２

ｒ）和（ｓ（ｒ＋１）
β

，ｓ（ｒ＋１）
β＋２

ｒ）中各一个比

特，从而使得 ｓ（ｒ）变为 ａ（ｒ）＝０且 Ｗ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））为偶数．
由引理２知 ｃ≠２ｒ．

记 ｂ′（ｒ）＝ｆＬ（ａ（ｒ＋１）），类似 ｓ（ｔ）定义 ｂ′（ｋ），０≤ｋ≤
ｒ－１．若 ｃ（Ｌ（ｂ′（ｒ））＝２ｒ－２ｍ，则 ｆＬ（ｂ′（ｔ））≠ｆＲ（ｂ′（ｔ）），
ｍ＋２≤ ｔ≤ ｒ－１，ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１））＝ｆＲ（ｂ′（ｍ＋１））且

Ｌ（ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１）））＝２ｍ．因为 ｓ（ｍ）＝０且 ｆＬ（ｓ（ｍ＋２））≠
ｆＲ（ｓ（ｍ＋２）），我们不妨设α≡ｕ＋２ｍｍｏｄ（２ｍ＋１），β≡ｖ＋２

ｍ

ｍｏｄ（２ｍ＋１），即α＝ｕ＋ｗ１２ｍ，β＝ｖ＋ｗ２２
ｍ，其中 ｗ１，ｗ２

均为奇数．故可设 ｂ′（ｍ＋１）ｕｍｏｄ２ｍ＋１，ｂ′（ｍ＋１）ｖｍｏｄ２ｍ＋１属于 ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１）），
ｂ′（ｍ＋１）αｂｍｏｄ２

ｍ＋１，ｂ′（ｍ＋１）
βｂｍｏｄ２

ｍ＋１属于 ｆＲ（ｂ′（ｍ＋１））．由于 ｂ′（ｒ）是由

ｆＬ（ｓ（ｒ＋１））适当改变位置 ｕ，ｖ，α，β所得，并对应地改变

ｆＲ（ｓ（ｒ＋１））使得 ｓ（ｒ）变为 ａ（ｒ）＝０，于是可以适当改变

ｂ′（ｍ＋１）ｕｍｏｄ２ｍ＋１，ｂ′（ｍ＋１）ｖｍｏｄ２ｍ＋１，ｂ′（ｍ＋１）αｍｏｄ２
ｍ＋１和 ｂ′（ｍ＋１）

βｍｏｄ２
ｍ＋１，从 而 使 得

ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１））＝ｆＲ（ｂ′（ｍ＋１））且 Ｗ（ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１）））为偶数，由
引理２知 Ｌ（ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１）））＜２ｍ，这与 Ｌ（ｆＬ（ｂ′（ｍ＋１）））＝
２ｍ矛盾．

设 ｂ（ｍ）＝（０，０，…，１
↑
ｕ′

，…，１
↑
ｖ′

，…，０），其中 ｕ′＝ｕ（ｍｏｄ

２ｍ），ｖ′＝ｖ（ｍｏｄ２ｍ）．若 ｃ（Ｌ（ｂ′（ｒ））＝２ｒ－２ｌ，则 ｆＬ（ｂ′（ｔ））

≠ｆＲ（ｂ′（ｔ）），ｌ＋２≤ｔ≤ｒ－１，ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１））＝ｆＲ（ｂ′（ｌ＋１））且
Ｌ（ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１）））＝２ｌ．由 ｂ（ｌ）＝０及 ｂ（ｌ＋１）≠０知 ｖ′≡ｕ′＋
２ｌ（ｍｏｄ２ｌ＋１），故 ｂ′（ｌ＋１）ｕ′ｍｏｄ２ｌ＋１和 ｂ′（ｌ＋１）ｖ′ｍｏｄ２ｌ＋１分别属于 ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１））
和 ｆＲ（ｂ′（ｌ＋１）），与上面的分析类似，可适当改变 ｂ′（ｌ＋１）ｕ′ｍｏｄ２ｌ＋１

和 ｂ′（ｌ＋１）ｖ′ｍｏｄ２ｌ＋１ 使 得 ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１））＝ ｆＲ （ｂ′（ｌ＋１））且
Ｗ（ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１）））为偶数，由引理 ２知 Ｌ（ｆＬ（ｂ′（ｌ＋１）））
＜２ｌ，矛盾．
同理可以证明 ｃ≠２ｒ－２ｍ－２ｌ．下面讨论 Ｌ（Ｓ）＝２ｎ

－２ｍ－２ｌ，Ｌ２ｎ，４（Ｓ）为上述情况时序列 Ｓ的条数．
由 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））＝ｃ及式（１）可知 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））所对

应的生成函数为

Ａ（ｘ）＝ａ（ｒ＋１）０ ＋ａ（ｒ＋１）１ ｘ＋…＋ａ（ｒ＋１）２ｒ－１ｘ２
ｒ－１

＝（１＋ｘ）２
ｒ－ｃａ（ｘ）

其中 ａ（１）≠０．由 ｖ′≡ｕ′＋２ｌ（ｍｏｄ２ｌ＋１）知 ｖ′＝ｕ′＋
ｗ３２ｌ，其中 ｗ３为奇数，于是有 ｖ＝ｕ＋ｗ４２ｌ，其中 ｗ４为
奇数．则
Ａ（ｘ）＋ｘｕ＋ｘｖ＋ｘα＋ｘβ

＝（１＋ｘ）２ｒ－ｃａ（ｘ）＋ｘｕ（１＋ｘｗ１）２
ｍ

＋ｘｕ＋ｗ４２
ｌ

（１＋ｘｗ２）２
ｍ

＝（１＋ｘ）２ｒ－ｃａ（ｘ）＋ｘｕ（１＋ｘｗ２）２
ｍ

（１＋ｘｗ４）２
ｌ

＋ｘｕｘｗ２２
ｍ

（ｘ（ｗ１－ｗ２）２
ｍ

－１）

由 ｗ１，ｗ２，ｗ４均为奇数知（１＋ｘ）２
ｍ＋２ｌ‖（１＋ｘｗ２）２

ｍ

（１＋ｘｗ４）２
ｌ

，（１＋ｘ）２
ｍ＋１

‖（ｘ（ｗ１－ｗ２）２
ｍ

－１），其中（１＋ｘ）ｎ‖
ａ（ｘ）表示（１＋ｘ）ｎ｜ａ（ｘ）但（１＋ｘ）ｎ＋１ ａ（ｘ）．因为
２ｍ＋１＞２ｍ＋２ｌ，则

Ａ（ｘ）＝（１＋ｘ）２ｒ－ｃａ（ｘ）＋（１＋ｘ）２
ｍ＋２ｌａ１（ｘ）

其中 ａ（１）≠０，ａ１（１）≠０．
由引理１知满足 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））＝ｃ且ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＝

ｆＲ（ａ（ｒ＋１））的向量 ａ（ｒ＋１）有 ２ｃ－１种取法，下面对 ｃ的取
值分情况讨论．

（１）当 ｃ＜２ｒ－２ｍ－２ｌ时，（１＋ｘ）２
ｍ＋２ｌ‖Ａ（ｘ）＋ｘｕ

＋ｘｖ＋ｘα＋ｘβ，则不存在两个具有相同线性复杂度 ｃ且
仅在位置 ｕ，ｖ，α，β不同的 ２

ｒ维向量．从而对给定的
ｓ（ｒ）和 ｃ，满足改变后的 ｓ（ｒ＋１）线性复杂度为 ｃ且ｓ（ｒ）＝

φｒ＋１（ｓ
（ｒ＋１））的情况共有２４·２ｃ－１种．与情形１的讨论类

似，ｓ（ｒ）共有２４ｒ－２ｍ－ｌ－６种可能．递归运用φｎ的性质 Ｐ３
知此种情况下序列 Ｓ的条数为

Ｋ＝２２
ｎ－１

·２２
ｎ－２

…２２
ｒ＋１

·２４ｒ－２ｍ－ｌ－６·２ｃ－１·２４

＝２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－３

（２）当２ｒ－２ｍ－２ｌ＜ｃ时，（１＋ｘ）２
ｒ－ｃ‖Ａ（ｘ）＋ｘｕ＋

ｘｖ＋ｘα＋ｘβ，即存在两个具有相同线性复杂度且仅在位
置 ｕ，ｖ，α，β不同的２

ｒ维向量．
①当２ｒ－２ｍ－２ｌ＜ｃ＜２ｒ－２ｍ时，２ｒ－ｃ＞２ｍ，与（１）
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中讨论类似可知不存在仅在 ｕ，ｖ，α，β中任意两个位置
不同而具有相同线性复杂度的２ｒ维向量．即对给定的
ｃ，若 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））＝ｃ，则 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ）＝ｃ，其中
ｅ为仅在ｕ，ｖ，α，β四个位置为１，其余位置为０的２

ｒ维

向量．且对给定的 ｓ（ｒ），由 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））与 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ所
确定的 ｓ（ｒ＋１）是相同的．从而对给定的 ｓ（ｒ）和 ｃ，满足改
变后的 ｓ（ｒ＋１）线性复杂度为 ｃ且ｓ（ｒ）＝φｒ＋１（ｓ

（ｒ＋１））的

情况共有２３·２ｃ－１种．则此种情况下序列 Ｓ的条数为

Ｋ／２＝２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－４

②当２ｒ－２ｍ＜ｃ＜２ｒ－２ｌ时，２ｌ＜２ｒ－ｃ＜２ｍ，存在
两个具有相同线性复杂度且仅在位置 ｕ，α或ｖ，β不同
的２ｒ维向量．即对给定的 ｃ，若 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））＝ｃ，则
Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ）＝ｃ，其中ｅ为仅在ｕ，ｖ，α，β四个位置
为１或仅在位置 ｕ，α为１或仅在位置 ｖ，β为１，而在其
余位置为０的２ｒ维向量．且对给定的 ｓ（ｒ），由 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））
与 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ所确定的ｓ（ｒ＋１）是相同的．从而对给定
的 ｓ（ｒ）和 ｃ，满足条件的 ｓ（ｒ＋１）共有２２·２ｃ－１种取法．则此

种情况下序列 Ｓ的条数为

Ｋ／４＝２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－５

③当２ｒ－２ｌ＜ｃ＜２ｒ时，２ｒ－ｃ＜２ｌ，存在两个具有
相同线性复杂度且仅在 ｕ，ｖ，α，β中偶数个位置不同的
２ｒ维向量．即对给定的 ｃ，若 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１）））＝ｃ，
则 Ｌ（ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ）＝ｃ，其中ｅ为在ｕ，ｖ，α，β中偶数个
位置为１，其余位置为０的２ｒ维向量．且对给定的 ｓ（ｒ），
由 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））与 ｆＬ（ａ（ｒ＋１））＋ｅ所确定的ｓ（ｒ＋１）是相同
的．从而对给定的 ｓ（ｒ）和 ｃ，满足条件的 ｓ（ｒ＋１）共有
２·２ｃ－１种取法．则此种情况下序列 Ｓ的条数为

Ｋ／８＝２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－６

这样我们就完全证明了定理１． 证毕

由定理１我们可以计算线性复杂度为２ｎ－２ｍ－２ｌ

的２ｎ周期二元序列４错线性复杂度的均值．
定理２ 设 Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ表示线性复杂度为２ｎ－２ｍ

－２ｌ，０≤ｌ＜ｍ≤ｎ－１的２ｎ周期二元序列４错线性复
杂度的均值，则

Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ ＝

２ｎ－２ｍ－２ｌ－３＋２－２
ｎ
＋４ｎ＋２

ｍ
－２ｍ＋２

ｌ
－ｌ－５－∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ
＋ｒ＋１－（２２

ｌ
－１＋１）·∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ
＋２ｒ－ｌ

－（２２
ｍ
＋２
ｌ
－３＋２２

ｍ
－２＋２２

ｌ
－１＋１）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ
＋４ｒ－２ｍ－ｌ－２， ｌ＞０

２ｎ－２ｍ－３＋２－２
ｎ
＋４ｎ＋２

ｍ
－２ｍ－４－∑

ｍ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ
＋２ｒ＋１－（２２

ｍ
－１＋２）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ
＋４ｒ－２ｍ－２， ｌ＝











 ０

证明 由引理１知线性复杂度为２ｎ－２ｍ－２ｌ的序列有２２
ｎ－２ｍ－２ｌ－１条．当 ｌ＞０时，由定理１有

Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ＝２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｎ－１

ｒ＝１
∑
２ｒ－１

ｃ＝１
Ｎ４（Ｌｒ，ｃ）·Ｌｒ，ｃ＝∑

７

ｉ＝１
Ｅｉ

其中

Ｅ１＝２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｌ－１

ｒ＝１
∑
２ｒ－１

ｃ＝１
２２
ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｒ＋ｃ·（２ｎ－２ｍ－２ｌ－２ｒ＋１＋ｃ）

＝２［∑
ｌ－１

ｒ＝１
（２ｎ－２ｍ－２ｌ）·２－２

ｒ＋１＋ｒ∑
２ｒ－１

ｃ＝１
２ｃ－∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ＋１∑
２ｒ－１

ｃ＝１
２ｃ＋∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋１＋ｒ∑
２ｒ－１

ｃ＝１
ｃ２ｃ］

＝２［（２ｎ－２ｍ－２ｌ）（２－１－２－２
ｌ＋ｌ）－∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋２ｒ＋２－２
ｌ＋２ｌ－１＋∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋２ｒ－∑
ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋ｒ－２－１＋２－２
ｌ＋ｌ］

＝２ｎ－２ｍ－２ｌ－２－２
ｌ＋ｌ＋ｎ＋１＋２－２

ｌ＋ｌ＋ｍ＋１＋２－２
ｌ＋ｌ＋１＋２－２

ｌ＋２ｌ＋２－３－∑
ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋ｒ＋１

Ｅ２＋Ｅ３＝２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
∑
２ｒ－２

ｌ
－１

ｃ＝１
２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－１·（２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ）

＋２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
∑
２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２２
ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋２ｒ－ｌ＋ｃ－２·（２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ）

＝２２
ｌ－ｌ∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
［∑
２ｒ－２

ｌ
－１

ｃ＝１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ＋ｃ（２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ）＋∑
２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２－２
ｒ＋１＋２ｒ＋ｃ－１（２ｎ－２ｍ－２ｒ＋１＋ｃ）］

＝２２
ｌ－ｌ∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
［２ｎ－２

ｒ＋１＋２ｒ（∑
２ｒ－２

ｌ
－１

ｃ＝１
２ｃ＋∑

２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２ｃ－１）－２ｍ－２
ｒ＋１＋２ｒ（∑

２ｒ－２
ｌ
－１

ｃ＝１
２ｃ＋∑

２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２ｃ－１）

－２－２
ｒ＋１＋３ｒ＋１（∑

２ｒ－２
ｌ
－１

ｃ＝１
２ｃ＋∑

２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２ｃ－１）＋２－２
ｒ＋１＋２ｒ（∑

２ｒ－２
ｌ
－１

ｃ＝１
ｃ·２ｃ＋∑

２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

ｃ·２ｃ－１）］
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＝２２
ｌ－ｌ［２ｎ∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ（２２
ｒ－１－２）－２ｍ∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ（２２
ｒ－１－２）

－∑
ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋１＋３ｒ＋１（２２
ｒ－１－２）＋∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ（２２
ｒ＋ｒ－１－２２

ｒ

－２２
ｒ－２ｌ＋２）］

＝２－２
ｌ＋ｌ＋ｎ＋１－２ｎ－２

ｍ＋２ｍ＋２ｌ－ｌ－１－２－２
ｌ＋ｌ＋ｍ＋１＋２－２

ｍ＋３ｍ＋２ｌ－ｌ－２－２
ｌ＋２ｌ＋２

＋２－２
ｍ＋２ｍ＋２ｌ－ｌ－１－２－２

ｌ＋ｌ＋１－∑
ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋２ｒ－ｌ－∑
ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋２ｒ＋２ｌ－ｌ－１

∑
７

ｉ＝４
Ｅｉ＝２－２

ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
∑

２ｒ－２
ｍ
－２
ｌ
－１

ｃ＝１
２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－３·（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）

＋２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
∑
２ｒ－２

ｍ
－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｍ
－２
ｌ
＋１

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－４·（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）

＋２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
∑
２ｒ－２

ｌ
－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｍ
＋１

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－５·（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）

＋２－２
ｎ＋２ｍ＋２ｌ＋１∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
∑
２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

２２
ｎ－２ｒ＋１＋４ｒ－２ｍ－ｌ＋ｃ－６·（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）

＝２２
ｍ－２ｍ＋２ｌ－ｌ＋１∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
［∑
２ｒ－２

ｍ
－２
ｌ
－１

ｃ＝１
（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）２－２

ｒ＋１＋４ｒ＋ｃ－３＋ ∑
２ｒ－２

ｍ
－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｍ
－２
ｌ
＋１

（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）２－２
ｒ＋１＋４ｒ＋ｃ－４

＋∑
２ｒ－２

ｌ
－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｍ
＋１

（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）２－２
ｒ＋１＋４ｒ＋ｃ－５＋∑

２ｒ－１

ｃ＝２
ｒ
－２
ｌ
＋１

（２ｎ－２ｒ＋１＋ｃ）２－２
ｒ＋１＋４ｒ＋ｃ－６］

＝２２
ｍ－２ｍ＋２ｌ－ｌ＋１［∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２ｎ－２

ｒ＋１＋４ｒ（２２
ｒ－６－２－２）－∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋１＋５ｒ（２２
ｒ－５－２－１）

＋∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋１＋４ｒ（２－２－２２
ｒ－２ｍ－２ｌ－３－２２

ｒ－２ｍ－４－２２
ｒ－２ｌ－５＋２２

ｒ＋ｒ－６－２２
ｒ－５）］

＝２－２
ｍ＋２ｍ＋２ｌ－ｌ＋ｎ－１－２－２

ｍ＋３ｍ＋２ｌ－ｌ－∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ－ｌ－２－∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ＋２ｌ－ｌ－３

－∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ＋２ｍ－２ｍ－ｌ－４－∑
ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ＋２ｍ－２ｍ＋２ｌ－ｌ－５＋２－２
ｎ＋４ｎ＋２ｍ－２ｍ＋２ｌ－ｌ－５－２－２

ｍ＋２ｍ＋２ｌ－ｌ－１

综上可得

Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ＝

２ｎ－２ｍ－２ｌ－３＋２－２
ｎ＋４ｎ＋２ｍ－２ｍ＋２ｌ－ｌ－５

－∑
ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋ｒ＋１－（２２
ｌ－１＋１）∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋２ｒ－ｌ

－（２２
ｍ＋２ｌ－３＋２２

ｍ－２＋２２
ｌ－１＋１）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ－ｌ－２

注意到计算 Ｅ１时用到的和式 －２∑
ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ＋１∑
２ｒ－１

ｃ＝１
２ｃ，

当 ｌ＞０时有

－２∑
ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋１＋２ｒ＋１∑
２ｒ－１

ｃ＝１
２ｃ＝－∑

ｌ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋２ｒ＋１＋２－２
ｌ＋２ｌ＋１－２

而当 ｌ＝０时，上式左边等于０，右边等于－１．故计算时
将 ｌ＞０与 ｌ＝０分别考虑，利用同样的方法可以算得当
ｌ＝０时，

Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ＝２ｎ－２ｍ－３＋２－２
ｎ＋４ｎ＋２ｍ－２ｍ－４

－∑
ｍ－１

ｒ＝１
２－２

ｒ＋２ｒ＋１－（２２
ｍ－１＋２）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ－２ 证毕

另外要说明的是：当 ｌ＝０，ｍ≥３时，Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ中和

式∑
ｍ－１

ｒ＝３
２－２

ｒ＋２ｒ＋１＋（２２
ｍ－１＋２）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ－２的值接近

０５０８．当 ｌ≥３时，Ｅ４｜Ｌ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ中和式

∑
ｌ－１

ｒ＝３
２－２

ｒ＋ｒ＋１＋（２２
ｌ－１＋１）∑

ｍ－１

ｒ＝ｌ＋１
２－２

ｒ＋２ｒ－ｌ

＋（２２
ｍ＋２ｌ－３＋２２

ｍ－２＋２２
ｌ－１＋１）∑

ｎ－１

ｒ＝ｍ＋１
２－２

ｒ＋４ｒ－２ｍ－ｌ－２

的值接近０．０６３．这些和式的值相对于 Ｅ４｜ＬＣ＝２ｎ－２ｍ－２ｌ来
说都是较小的．

４ 结束语

本文充分运用 ＧＣ算法，对线性复杂度形为 ２ｎ－
２ｍ－２ｌ，０≤ｌ＜ｍ≤ｎ－１的２ｎ周期二元序列Ｓ，研究了
其４错线性复杂度的所有可能取值及具有给定４错线
性复杂度的序列的计数，进一步给出了其 ４错线性复
杂度的期望．结果表明，其４错线性复杂度的期望与其
线性复杂度相差不大，即从整体上来看，改变序列 Ｓ至
多四个比特不会引起其线性复杂度急剧地下降．本文
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的研究结果对此类序列能否作为序列密码体制的源序

列具有一定的指导意义．
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